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SINOPSE 
O presente trabalho apresenta uma análi 
se da aplicação do Método dos Elementos de Contorno ao problema 
definido pela vibração forçada de um par de cilindros esbeltos 
imersos em uma região fluida infinita. Na formulação do proble-
ma foram utilizadas hipóteses simplificadoras, reduzindo-se o 
mesmo à determinação de um potencial complexo. 
Para a realização de tal análise, foi de 
senvolvida a solução analítica para o problema e, com ela,foram 
comparados os valores obtidos através da solução numérica acima 
mencionada. Para a comparaçao de tais soluções, foram utiliza-
dos os valores dos coeficientes de massa adicional característi 
cos do problema. 
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ABSTRACT 
The purpose of this work is to analyse 
the use of the Boundary Element Method (BEM) for solving the 
problem defined by the forced vibration of a pair of slender 
circular cylinders immersed in aninfinite fluid domain. The 
formulation of the problem is done through the assumption of 
simplifying hipoteses, which reduce its solution to a complex 
potential determination. 
In arder to perform the above mentioned 
analysis, an analytic solution for the problem was developed 
and compared with the values obtained through the BEM numerical 
solution. In the comparing of those solutions, the values of 
the additional mass coeficients for the problem were used. 
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I - INTRODUÇÃO 
A determinação dos esforços hidrodinâmi 
cos gerados pelo movimento de corpos submersos é um assunto de 
grande interesse para a engenharia. No projeto de estruturas 
submersas, uma estimativa prévia dos esforços hidrodinâmicas 
que atuarão sobre as mesmas é de fundamental importância, no 
que diz respeito ao cálculo estrutural a ser realizado. 
Uma pesquisa na literatura referente ao 
assunto revela que, mesmo para modelos matemáticos simplifi-
cados, elaborados para descrever o fenômeno real, soluções ana 
liticas só são apresentadas para casos de corpos isolados de 
geometria simples (esferas, elipsóides, etc ... ), imersos em re-
giões fluidas ilimitadas. Quando o problema envolve corpos de 
geometria mais complexa, ou regiões fluidas finitas ou semi-fi 
nitas, as soluções para os modelos matemáticos são obtidas, na 
grande maioria dos casos, através de métodos numéricos. Para o 
caso de grupos de corpos submersos, tendo-se em vista a influên 
eia reciproca entre eles, os métodos numéricos se tornam prati-
camente indispensáveis para a solução dos modelos 
estabelecidos. 
matemáticos 
Dois métodos numéricos muito utilizados 
no campo da dinâmica dos fluidos são o Método das Diferenças Fi 
nitas, baseado na discretização das equações do movimento, e o 
Método.dos Elementos Finitos, desenvolvido nas décadas de 50-60. 
Estes métodos, entretanto, apresentam a desvantagem de exigirem 
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uma subdivisão da região fluida em pontos discretos, ou elemen 
tos finitos, conforme o caso. Este procedimento torna-se parti-
cularmente difícil de ser realizado, nos casos em que se tem re 
giÕes fluidas infinitas ou semi-infinitas, com relação as re-
giões situadas a "grandes distâncias" dos corpos. 
A "discretização" da região fluida pode 
ser evitada ao se aplicar métodos numéricos cujas formulações 
sao baseadas em equações integrais, através da utilização de 
funções de Green. A aplicação desses métodos permite a determi-
nação de uma solução para todo o campo de velocidades, através 
da subdivisão apenas do contorno da região fluida em elementos 
onde se prescreve um determinado tipo de comportamento para o 
campo de velocidades. Nos métodos de solução por funções de 
Green, utiliza-se, geralmente, a discretização apenas de parte 
do contorno, ao se exigir que as referidas funções satisfaçam 
as condições do contorno não discretizado. Pode-se utilizar, e~ 
tretanto, funções de Green que não satisfaçam, necessariamente, 
qualquer condição de contorno.do problema. Nestes casos, todo o 
contorno da região fluida deve ser discretizado em elementos, 
gerando o método conhecido por Método dos Elementos de Contorno 
(MEC). Quando se exige que a função de Green utilizada satisfa 
ça alguma condição de contorno do problema, a sua determinação, 
quando possível, envolve, geralmente, trabalho de câlculo muito 
complexo (PEDROSA JUNIOR 13 ). Assim, uma grande vantagem do MEC 
reside na simplicidade da obtenção da função de Green utilizada 
em sua formulação. 
Para casos que envolvem condições de 
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contorno muito complexas, o MEC, assim como o Método dos Elemen 
tos Finitos (MEF), pode ser acoplado a soluções analíticas, g~ 
rando um método híbrido analítico-numérico (PIRES JUNIOR 1") .Mes 
mo nestes casos, o MEC ainda apresenta uma grande vantagem com 
relação ao MEF, pois reduz de maneira significativa a ordem do 
sistema de equações a ser resolvido. 
Objetivando-se analisar a aplicação do 
MEC aos problemas de grupos de corpos submersos, foram desenvol 
vidas neste trabalho os seguintes itens: 
1) Obtenção de uma solução analítica para um caso simples 
de grupos de corpos submersos. 
2) Obtenção de uma solução numérica para o mesmo 
através da utilização do MEC. 
problema 
3) Análise comparativa.dos resultados analíticos e numéri -
cos. 
Para se analisar os resultados obtidos, 
foram comparados os valores dos esforços hidrodinámicos, calcu-
lados através das soluções analítica e numérica. 
A equaçao geral do movimento para um 
sistema de "N" corpos submersos é dada por: 
( I-1) 
onde [M]NN é a matriz de massa do sistema de corpos, [c]NN e a 
matriz de amortecimento, [K]NN é a matriz de rigidez e {n}N o 
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vetor dos deslocamentos dos corpos. O vetor {F}N das forças ex 
ternas é constituído pela soma dos vetores {Fe}N, das forças de 
excitação, e {Fh}N, das forças hidrodinâmicas exercidas sobre 
os corpos. Entretanto, segundo CHEN 1 , tais esforços hidrodinâmi 
cos podem ser decompostos em quatro tipos de forças denaturezas 
diferentes: 
1) Forças fluido-inerciais (proporcionais a aceleração dos 
corpos). 
2) Forças de amortecimento viscoso (proporcionais a veloci 
dade de translação dos corpos). 
3) Forças de restauração fluido-elástica (proporcionais ao 
deslocamento dos corpos). 
4) Forças de excitação do fluido (independentes do movimen 
to dos corpos). 
Para o caso de N corpos submersos em 
meio fluido, a equaçao geral que relaciona os esforços hidrodi 














Nesta equaçao, a matriz [M'] NN é a "ma 
triz de massa adicional", [c '] NN e a matriz dos coeficientes 
de amortecimento viscoso, [K']NN e a matriz de rigidez fluida,e 
{Q}N é o vetor das forças de excitação do fluido. Cada elemento 
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Fh do vetor {Fh}N representa a força hidrodinâmica que 
n 
sobre o corpo "n 11 , e cada elemento M' da matriz nm 
atua 
e tara 
bém uma matriz, formada pelas massas adicionais do corpo "n", 
com relação ao movimento do corpo "m". 
P licam-se às matrizes [e•] NN' 
Definições similares a-
e aos vetores {ij}N, {n}N, 
Assim, para o caso tridimensional, o 
elemento Fh e dado por: 
n 
onde Fh é a força hidrodinâmica que atua sobre o corpo "n", 
nx 
na direção "x". Da mesma forma, o elemento M' e dado por: nm 
M' M' M' 
nmxx nmxy nmxz 
M' = M' M' M' nm nmyx nmyy nmyz 
M' M' M' 
nmzx nmzy nmzz 
( I-3) 
onde M~mxy e a massa adicional do corpo 
11 n 11 na direção 11 x 11 , 
com relação ao movimento do corpo "m" na direção "y". 
Desta maneira, dado um problema de gr~ 
pos de corpos submersos, os esforços hidrodinâmicas aplicados 
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aos mesmos podem ser determinados através do conhecimento das 
matrizes [M'], [e•] [K '] e das forças externas {Q}. Tais ma 
trizes podem ser calculadas ao se encontrar urna solução para o 
campo de velocidades do problema para um determinado instante 
de tempo t
0
, onde se conhece os valores das acelerações, velo-
cidades e posições dos N corpos envolvidos. 
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II - DEFINIÇÃO DO PROBLEMA E MODELAÇÃO 
Um problema simples, cuja solução anali 
tica fornece uma primeira idéia do comportamento dinâmico de 
grupos de corpos submersos,reside na anâlise da vibração forç~ 
da de um par de cilindros "esbeltos" imersos em meio fluido in-
finito. Os eixos de tais cilindros são paralelos, e a direção 




FIGURA 11.1 Definiçao do problema 
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A formulação do problema se faz segundo 
as seguintes hipóteses: 
1) O escoamento é irrotacional, i.é., 
+ 
V x µ*=O (II-1) 
2) O escoamento se processa incompressivelmente, i.é., 
~-Dt* - 0 (II-2) 
3) O escoamento e bidimensional, i.é., 
~* = + u*(z*,t*) (II-3) 
4) Nãoexistemforças de campo aplicadas aomeio-fluido,i.é., 
~*=O (II-4) 
5) O fluido possui viscosidade desprezível, i.é., 
µ*=O (II-5) 
6) As amplitudes de vibração n* e n* sao suficientemente 
a b 





<< 1 << 1 (II-6) 
Aqui, assim como nas páginas seguintes 
deste trabalho, as grandezas dimensionais sao 
com um asterisco acompanhando os seus símbolos. 
representadas 
Aplicando-se as hipóteses (II-1) ,(II-2), 
(II-3), (II-4) e (II-5) às expressoes matemáticas dos princípios 
de conservação da massa e da quantidade de movimento,conclui-se 
que a solução do problema pode ser representada,localmente,atr~ 
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ves de um Potencial Complexo. Será investigada a solução prov~ 
niente do potencial complexo W*(z*,t*) = ~*(z*,t*) + i$*(z*,t*), 
correspondente a uma circulação nula (onde dW* = u* - iu*). 
dZ* X y 
A definição geométrica do problema é a 
presentada na Figura II-2, onde o contorno S que define a região 
fluida é formado pelas fronteiras Sa' para o cilindro "a", Sb, 
para. o cilindro "b", e S
00
, que representa a fronteira no infini 
to da região fluida. Assim, o contorno S é dado pela "soma" dos 
contornos S, sb e S, i.é., a oo 
"S = s + s + s ". a b oo 






Os contornos parciais Sa e Sb sao definidos pelos pares de po~ 
tos que satisfazem, respectivamente, as seguintes equações: 
s : + 
a 
(x*-l*) 2 + 
a 
(y*.,. n*(t*)) 2 
a 





Definindo-se as funções f; e fb como: 
f* = a __ (x*-l*) 
2 + 
a 




fb = (x*+~) z + (y* - n; (t*)) z - rb2 
(II-7) 
os contornos Sa e Sb podem, alternativamente, ser determinados 
pelos pares de pontos que satisfazem as equações: 
s :+ f* = o a a 
O contorno parcial S
00 
e definido como se segue: 
Soo:+ 1 Z*I + oo 
A definição do Problema de Valor de 
Contorno (PVC) se faz mediante a aplicação das seguintes condi 
ções de contorno: 
1) A velocidade do fluido tende a zero para pontos a "gra!! 
des distâncias" dos cilindros, i.é., 
1 u*I + o' quando 1 /x*2+ y *2' 1 + 00 (II-8) 
segundo a Figura II-2. 
2) A componente normal da velocidade do fluido junto as p~ 
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redes dos cilindros é nula com relação a um sistema de 
referência fixado aos mesmos, i.é., 
~1 an* 5 
a 
= ri* a 
ou seja, 
= o 
n* b (II-9) 
Assim, o PVC para o problema proposto e 
dado por: 
172$ * = o 
Df* 
a 
Dt* = o 
= o 
IV$ * 1 + o 
na região fluida (n.r.f.) 
em f* = (x*-t*f + a a (y* .,. ll*(t*)l' - r*
2 = O 
a a 
(II-10) 
(y* "- ri; ( t*) )2 - r; 2 = O 
quancb iz*I +"' 
Além do PVC, a aplicação das hipóteses 
formuladas ao princípio da conservação da quantidade de movimen 
to indica que também a Equação de Bernoulli deve ser satisfeita 
pela solução$*, i.é., 
~ _e::_ _!_ [(ª$*)2 ( ª<!>*)2] = 
at:* + P* + 2 \dx* + ~* h*(t*) (II-11) 
O caráter harmônico da vibração imposta 
aos cilindros "a" e "b" pode ser traduzido através das rela 
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çoes: 
n*(t*) = n* sen(w*t*) a a a 
(II-12) 
n;(t*) = n; sen(w;t* + ó) 
O parâmetro adimensional ó estabelece a 
diferença de fase entre os movimentos dos cilindros "a" e "b". 
II.2 - ADIMENSIONALIZAÇÃO 
Tomando-se o comprimento padrão r* dado 
por 
r* = máximo (r* r*) a' b 
-1 
e o tempo padrão w* dado por 














f = (x-.1'. ) 2 + (y - 11 (t)) 2 - r 2 = O a a a a 
(II-15) 
~ = (x+~) 2 + (y ·- llb ( t) ) 2 - r~ = O 
1 z\ + °' 
~ 1 at + P + 2 
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h ( t) (II-16) 
A relação entre as grandezas dimensionais e adimensionais pode 
ser encontrada no Apêndice 2. 
II.3 - LINEARIZAÇÃO 
O PVC apresentado em (II-15) é de difí 
cil solução por apresentar condições de contorno não-lineares 
em Sa e sb. Entretanto, considerando-se a hipótese (II-6) pode-
-se dizer que 
na=O(n); nb = O(n), onde n + o (II-17) 
Assim, aplicando-se os métodos de peE 
turbação (VAN DYKE 2 ) ao potencial solução de(II-15) com relação 
a um dos parâmetros "pequenos" na ou nb, indicados aqui pelo 
parâmetro n (n = na ou n = nb)' obtém-se uma representação do 
mesmo em termos de uma expansão assintótica sobre o parâmetro 
genérico n +O.A expressão matemâtica para essa expansão é da 
da por: 
Aplicando-se esta expansao ao PVC (II-15) e tomando-se apenas 
a primeira aproximação para~' i.é., apenas termos lineares em 
n, tem-se uma aproximação.com erros da ordem de n 2 , ou seja, 
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(II-19) 
Substituindo-se então a primeira aprox! 
maçao para~ no PVC (II-15) tem-se: 
a) Região Fluida: 
Na região fluida, a equaçao de Laplace deve ser satisfei 
ta, i. é. , 
n.r.f. 








vale a relação: 
lzl + 00 
Igualando-se os termos de mesma potência de n, tem-se: 
1z1 +"' 
(II-21) 
1 z 1 + 00 
c) Fronteira S: 
a 
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Na fronteira S , segundo (II-15), vale a relação: 
a 




y +11 ) + 111>1 (xa' ya+11a)J + a a a y 
onde (x , Y ) e solução de (x-l )2 + y 2 - r 2 = O a a a a 
Os termos de mesma potência de 11 de (II-22) nao 
(II-22) 
podem 
ser ainda determinados por existir o parâmetro implícito 
lla' da mesma ordem de grandeza de 11. Este problema pode, 
no entanto, ser contornado ao se expandir as funções q,
0 
e 1> 1 em Séries de Taylor na direção y, em torno do con -
torno médio definido pelos pontos (xa' ya), i.é., 
q,o (xa' Ya +na) = q,o (xa,Y) + 11 q,o (xa,ya) + ... a y 
(II-23) 
1>1 (x , y +11 ) = q,l (xa,y a) + 11 1>1 (xa,y) + ... a a a a y 
Introduzindo-se (II-23) em (II-22) e considerando-se ap~ 
nas termos da ordem de grandeza 11, a relação (II-22) se 
reduz a: 
2 (x - l ) [q, (x , Y ) a a o a a 
X 
+ 11 q, (x , y ) + 111>1 (x , Y ~ + a o a a a a 
íq X 
+ n1>1 (x ,y il-2yn = O 
y a a'J a a 
(II-24) 
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Igualando-se agora os termos de mesma ordem de grandeza, 
tem-se: 
2(x-l )~ + 2y~ = O, em S a o o a 
X y 
+ 2y(n ~ + n~1 a ºyy y 
onde Sa e o contorno médio desa. 
d) Fronteira Sb: 
Similarmente a fronteira S, tem-se: 
a 
= 2~, em\ 
onde sb e o contorno médio de sb. 
(II-25) 
(II-26) 
Resolvendo-se, então, para ~o e ~l os 
PVC's definidos por (II-20), (II-21), (II-25) e (II-26), tem-se 
a aproximação de primeira ordem para a solução de (II-15), qua~ 
do na' nb+O. Assim, tem-se o seguinte PVC para ~
0
: 











= O, em~ 
X y 
J zJ +"' 
cuja solução e dada por ~o= g{t). 
(II-27) 
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Aplicando-se este resultado na resolução para ~l' tem-se o PVC: 
2 (x-l) n~l + 2yn~l = 2yna' 
X y 




Assim como ~o+ n~l constitui a aprox! 
a maçao de 1. ordem para~. o PVC cuja solução representa esta a-
proximação para a solução do PVC (II-15) é dado por: 
17 2 ~ = O, n.r.f. 
Dfa • 
-- = 2yn , 
Dt a 
f = (x-l )2 + y 2 - r 2 = O a a a 
(II-29) 
~ = (x+~)2 + y 2 - r~ = O 
lv~I + o, lzl + 00 
onde f 
a 
e fb sao as funções que definem 
Sb' similarmente a (II-7). 
os contornos S 
a 
e 
A solução deste PVC é consideravelmente 
mais simples que a do PVC (II-15), pois nao apresenta condições 
de contorno não lineares. Torna-se importante observar que a SQ 
lução de (II-29) se "aproxima" da solução de (II-15) quando 
-2 -2 
na' nb + O, apresentando erros da ordem de na' Tlb· 
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A Equação de Bernoulli (II-16) pode ta~ 
bém ser simplificada ao se considerar a aproximação de 1~ ordem 
para o potencial de velocidade~- Esta simplificação é realiza 
da ao se substituir na equaçao (II-16) a aproximação de 
dem para~, i.é., 
h(t) - g(t) = H(t) 
1~ or 
Tomando-se, apenas, os termos lineares em n, a aproximação de 
a 1. ordem da equaçao (II-16) se reduz a: 
a~ + p = H (t) 
ãt (II-30) 
Assim, a aplicação de (II-30) à solução do PVC (II-29) permite 
a determinação da distribuição da pressao ao longo da região 
fluida, com erros da ordem de n!, nb• o conhecimento da distri 
buição da pressão ao longo de Sa e Sb permite o cálculo dos es 
forças hidrodinâmicas sobre os cilindros, através da relação 
( NEWMANN 3 ) : 
F = e -f p.h 
e 
ds (II-31) 
onde C e um contorno genérico e rt a normal unitária externa ao 
mesmo. 
Substituindo-se (II-30) em (II-31), e 
observando-se que H(t) é uma função apenas do tempo, i.é., 
lH (t). 
e 
+ n ds _ O, 
tem-se, para os contornos Sa e Sb, as expressoes: 
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F =JM + ds (II-32) n a at 
s a 
Fb -JM + ds (II-33) _ at n 
sb 
II.4 - MASSA ADICIONAL ---------------
O potencial~ solução de (II-29) pode 
ser expressado como sendo a soma de dois outros potenciais, ~a 
e ~b' definidos como se segue: 
~ é solução de 
a 
e 
~b é solução de 




Dta = 2yna, Ia = (x-.t ) 2+ y2- r2 = O a a 
n.r.f. 
f = (x-l ) 2+ y 2- r 2 = O a a a 




Através de algebrismo simples, pode-se 
verificar que o potencial formado pela soma <Pa + cj,b satisfaz o 
PVC (II-29), constituindo, assim, a solução do mesmo, i.é., 
tem-se: 
-,. -,. -,. 
F =F +F = 
a aa ab 
(II-36) 
Assim, a partir de (II-32) e (II-33), 
(II.-37) 
Entretanto, sendo cj, o potencial solu-
a1 . 
çao de (II-34) quando n = 1, pode-se concluir, apos uma breve 
a 
-1· d d' - d Df ana 1se a con 1çao e contorno~ 
Dt 
o caso de uma velocidade arbitrária 
pode-se dizer que: 
cj, (Z,t) = cj, (Z). Ti 
a ªs a 
= 2 • , que a yna 
n é dada por 
a 
solução para 
Ti cj, . Então, 
a a1 
(II-38) 
Analogamente para Sb, tem-se: 
cj,b (Z, t) = cj,b ( Z). nb 
s 
(II-39) 
Substituindo-se estas expressões na re 
lação (II-36), tem-se: 




A aplicação de (II-38) e (II-39) às ex 
pressoes dos esforços hidrodinàmicos definidos em (II-37) forne 
ce: 
+ + + 
F =F +Fab a aa 
(II-41) 
Comparando-se (II-41) e (I-2), conclui 
-se que a equaçao geral dos esforços hidrodinàmicos aplicada ao 
problema em questão se reduz a 
(II-42) 
As forças hidrodinâmicas podem ser de 
compostas em suas componentes cartesianas, i.é., para o cilin 
dro "a", 
(II-43) 
e, para o cilindro ''b", 
Fbay =( ~ 
Fbax =( ~ 
<j, .ri ds) Tl a a 
s 
y 
<j, .ri ds) ii 
ªs a 
X 
'imy • ( J'i, "'s"'' 4 y "" 
Fbbx =(18t, ~s.ri ds)x iib 
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(II-44) 
Comparando-se as expressoes relaciona 
das em (II-42), (II-43) e (II-44), conclui-se que, para o pr9. 
blema em questão, as expressoes das massas adicionais definidas 
segundo (I-3) são dadas por: 




~yy =( !~ ~s.; ds)y 
~byx =( { ~s .; ds)x 
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As massas adicionais M' , M' , Mab' , M' M' M' aaxy aaxx xy abxx' -oaxy' -oaxx' 
~bxy e ~bxx não são aplicáveis ao problema proposto, pois as 
acelerações dos cilindros na direção "x" são nulas. 
As matrizes de massa adicional, entre-
tanto, podem ser representadas através de matrizes de "coefi-
cientes de massa adicional" que, para o caso de corpos cilíndri 
cos, segundo CHUNG e CHEN 4 , se relacionam com as 
através de relações do tipo: 
M'.. = 11p(ri+rj\2M .. , 
lJ 2 ) lJ 
primeiras 
onde os subscritos 11 i" e 11 j 11 identificam os corpos "i" e .11 ~ 11 , 
respectivamente. 
Aplicando-se esta relação às massas adi 
cionais apresentadas em (II-45), pode-se definir os coeficien 








4M' . abyy 
(II-46) 
M'. = ·ooyy 
TTI:2 
b 
Assim, os coeficientes de massa adicio 
nal sao independentes do movimento dos cilindros, sendo caracte 
rísticos para uma determinada relação entre os raios dos mesmos 
(e. g., r:/rb *) e uma determinada distância relativa entre eles 
(e.g.' [l*+l*] /r*) a b b · 
Na análise de soluções obtidas segundo 
métodos diferentes, os coeficientes de massa adicional sao de 
grande importância, pois permitem a comparação de valores para 
várias situações, uma vez que eles dependem apenas da geometria 
do problema. 
III - SOLUÇÃO ANALÍTICA 
III.l - O POTENCIAL COMPLEXO --------------------
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III.1.1 - Uma Primeira Aproximação para o Potencial Complexo. 
O potencial complexo que representa bl 
dimensionalmente o movimento de translação de um cilindro imer 
soem meio fluido em repouso no infinito é dado por(R0BERTS0N 5 ): 




representa a velocidade de translação do cilindro, 
direção do movimento, r
0 
o raio e Z
0 
o centro do mesmo. 
a a o 
Tal potencial representa um dipolo loca 
lizado em z
0 
e de intensidade U r 2 , orientado segundo a direção o o 
c.
0
, conforme mostra a Figura III-1. 
X 
FIGURA 111.1 Translação de um cilindro 
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A representação da translação de dois 
cilindros ("a" e "b") imersos em meio fluido, no entanto, nao 
pode ser feita mediante a simples soma dos potenciais que os re 
presentam isoladamente, i. é. , 
( U r2 ia a 2 iab ) wab (Z) a ae + ubrbe (III-1) = 
z - z z - zb a 
pois tal soma nao satisfaz as condições de contorno nas frontei 
ras dos mesmos. No entanto, ela constitui uma primeira aproxim~ 
çao para a solução do problema, que se aproxima da solução real 
quanto maior for a distância entre os dois cilindros. 
Entretanto, uma melhor aproximação para 
a solução do problema pode ser obtida através da aplicação si-
multânea do Teorema do Círculo (MILNE-THOMSON 6 ) aos cilindros 
"a" e nb". 
III.1.2 - O Teorema do círculo Aplicado ao Potencial Gerado por 
um Dipolo. 
O Teorema do Círculo estabelece que, d~ 
do um escoamento representado pelo potencial f(Z), o potencial 
f
0
(Z) que representa a inserção de um cilindro de raio r
0 
(ce~ 
trado na origem do sistema de coordenadas) em tal escoamento, é 
dado por: 
f ( z) 
o = f(Z) + f ( rz~) 
Assim, aplicando-se o Teorema do Círcu 
lo ao potencial gerado por um dipolo, i.é., 
= µe 
ia0 
z - z 
o 
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ondeµ e a intensidade do mesmo, obtém-se: 
ia0 W (Z) = ~µ.e.e __ 
do z - z 
o 
-ia µe o 
Somando-se a constante ao potencial resultante, tem-se: 




~º- ;: ) 
(III-2) 
Assim, aplicar o Teorema do Círculo ao 
potencial gerado pelo dipolo 
ia0 µe . . f' (Z-Z) s1gn1 1ca, apenas,somar 
o 
ao 
mesmo, o potencial gerado por um dipolo "imagem" de intensidade 
r2 
, localizado em _ 0 , 
zo 
potencial (III-2) representa 
orientado segundo a direção -a0 . O 
o escoamento ao redor de um cilin 
dro, na presença de um dipolo localizado em Z0 . 
Para o caso específico de dipolos loca 
lizados sobre o eixo real e círculos de raio r centrados em o 
Z = O, como indicado na Figura III-2a, o resultado (III-2) se 
reduz a: 
ia0 µ(rir 
-ia e o 
wdo( z) = 1:1e (III-3) r2 z - h z - o 
h 
O resultado (III-3) pode ser generaliz~ 
do para o caso da aplicação do Teorema do Círculo ao potencial 
gerado por um dipolo localizado no ponto real "c", de maneira a 
se obter um círculo de raio "r " centrado no ponto real "-b" ,de o 
acordo com a Figura III-2b. Tal generalização pode ser obtida 
a partir de um simples deslocamento do eixo imaginário de manei 
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ra a se utilizar o plano complexo "Z" em lugar do plano c;, con 




W do ( Z) = 
µeiªo 
c; - h 





no plano Z por: 
µ( b:~ r -ia µeiªo e o 
(III-4) 
z - c z + ~ - :~e) 
que constitui o resultado generalizado para (III-3). 
Então, o potencial complexo que repr~ 
senta um dipolo genérico localizado no ponto real lao e um cír-
culo de raio rb centrado no ponto real -lbo (Ver Figura III-3~ 




l +lb ao o 
(III-5) 
Z+~l 
De maneira análoga, para representar um 
dipolo genérico localizado em -l e um círculo de raio r 
bo a cen 
trado em lao 
onde l = l a1 ao 
r2 
a 
z - l 
ai 
(III-6) 




















, , , , 
' / , 
e 
1 


























III. l. 3 - A Aplicação Simultânea do Teorema do Círculo aos Ci -
lindros ''a'' e ''b'' 
A soma dos potenciais (III-5) e (III-6) 
constitui a formulação básica para urna aproximação mais refina-
da do potencial que representa a translação de dois 




= r J 
2 





Tal potencial, entretanto, ainda viola 
as condições de contorno nas paredes dos cilindros. As influên -
cias dos dipolos de intensidadesµ e µb nos contornos dos ao o 
cilindros "b" e "a", respectivamente, são corrigidas através da 










implica novamente em uma violação das co~ 
dições de contorno dos cilindros "b" e "a", respectivamente. A-
través de nova aplicação do Teorema do Círculo, as influências 
de µa, e µb
1 
podem ser corrigidas pela introdução das imagens 
desses dipolos(de intensidades µb 2 e µa 2 ), que, por sua vez, d~ 
terminarão ainda urna violação das condições de contorno na fron 
teira dos cilindros. Como os dipolos introduzidos a cada aplic~ 
çao do Teorema do círculo sao de intensidade menor do que aque-
les que os originaram, melhor será a aproximação obtida para o 







= o (III-8) 
ou seja, o potencial complexo que representa a translação de 
dois cilindros de raios ra e rb, velocidades Ua e Ub e direções 











µao = - U r




µa (n+l) = µbn( l an :Ç) µb (n+ 1) 
r2 ~ l =l a ~(n+l) =~ - l a(n+l) ao l +Ç an+~ ao n 
III.1.4 - Solução para o Problema Proposto 
(III-9) 
A aplicação da equaçao (II-12) aos re 
sultados obtidos em (III-9) fornece o potencial complexo que re 
presenta a solução analítica para o problema definido pelo PVC 
(II-29), ou seja, 
onde 
w ( z' t) 
onde: 
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A representação gráfica da localização 
desta série de dipolos é apresentada na Figura III-4. 
III.2 - MASSA ADICIONAL ---------------
III.2.1 - Esforços Hidrodinâmicos 
A resultante das forças hidrodinâmicas 
exercidas por um fluido em uma superfície cilíndrica de compri-
mento infinito nele imersa, caso não exista circulação em torno 
da mesma é, por unidade de comprimento do cilindro, dada por 
(MILNE-THOMSON 7 ): 
F = X - iY = Fl + F2 + F3 (III-11) 
onde: 
Fl = . i(dw) 
2 
i p c dt dZ (III-12) 
F2 = -ip a"tf w c dZ (III-13) 
F3 
dU 
(III-14) = pA dt 
y 
,,4'a3,)t'a2 )'a1 





onde Ué o complexo conjugado da velocidade de translação do 
cilindro, Wc o potencial complexo que representa o escoamento, 
A a área da seção transversal do cilindro, e p a densidade do 
fluido. A expressão (III-12) representa o Teor.ema de Blasius p~ 
ra os casos de escoamento em regime permanente. 
A aplicação do potencial complexo 
(III-10) às expressoes (III-11), (III-12), (III-13) e (III-14) 
fornece, assim, a resultante dos esforços hidrodinâmicos nos ci 
lindros 1'a 1' e ''b''. 




Considerando-se, no plano complexo, os 
contornos Se C, conforme a Figura III-5, e N dipolos (µ
0
,µ 1 , .. 
... µN) distribuidos, localizados em z
0
, z1 , ... ZN, respectiva-
mente, tem-se a expressao (KENNARD 8 ): 
(III-15) 
onde Yn é um contorno circular de raio€+ O em torno do ponto 
Zn' e Wc(Z) o potencial complexo que representa o escoamento. 













FIGURA Ili. 5 - Distribuição de singularidades 
(III-17) 
Definindo-se a função f (Z) como cn 
(III-18) 
tem-se, a partir da relação (III-17): 
donde!(~)\, e - ! 1 ~='")'- _2_µn_(:-i-~-Z_fcn_)2_(z_1 <~~:~1 a, 
e na-O Yn n ~ 
(III-19) 
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Expandindo-se o potencial f (Z) em uma cn 




= f (Z ) + (Z - Z ) 
cnn .n dZ 
(Z - Z )2 d 2 f 
( Z ) + -----"n'-- cn 
n 2 dZ 2 
Substituindo-se esta expressao em (III-19) obtém-se o resíduo 
em Z : n 
Aplicando-se o Teorema dos 
(SPIEGEL 9 ) à relação (III-19), e utilizando-se do 
(III-20), obtém-se: 
N 









Aplicando-se o resultado (III-21) ao 
contorno Sb definido na Figura III-4, tem-se, para o potencial 




(l - l ) 3 
an aro 
Entretanto, o m-ésimo termo da série 










df µ µ 
~ ( 0 ) - am an 
dZ '-ame(! -! 3 
am an) 




Utilizando-se de um desenvolvimento si 
milar para o contorno S , e aplicando-se a relação (III-12),te~ 
a 
-se 
- F = F 
la 1b (l +P )3 an ôm 
(III-23) 
onde µan' µbm' !an e !bm sao definidos de acordo com (III-10). 
III.2.1.2 - Calculo de F2: 
Aplicando-se a relação (III-13) ao PQ 
tencial (III-10) tem-se: 




Entretanto, como /w dZ = j W dZ, 




Aplicando-se o Teorema dos Resíduos 
(SPIEGEL 9 ) a integral de W(Z) ao longo do contorno Sb, tem-se: 
(III-26) 
Assim, 1 W(Z) 
sb 
dZ e real, pois µbn e real para todo "n" .Então, 
1 W(Z) dZ 
~ 
= 1 W(Z) dZ 
~ 
Aplicando-se desenvolvimento similar p~ 
ra o contorno S , obtém-se: 
a 
00 
= - i2rrp [ 
n=O 
00 
= - i21Tp [ 
n=O 
ondeµ e µb sao definidos de acordo com (III-10). an n 
III.2.1.3 - cálculo de F3 : -------------
(III-27) 
Considerando-se a expressao . (II-12) e 
aplicando-se (III-14) às fronteiras Sa e Sb, tem-se: 
= irrp dµªº 
dt 
(III-28) 
ondeµ e µb sao definidos de acordo com (III-10). ao o 
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III.2.1.4 - Resultante_das_For~as: 
Observando-se os resultados (III-23), 
(III-27) e (III-28), pode-se dizer que a força resultante exerc~ 
da nos cilindros é, por unidade de comprimento dos mesmos, dada 
por 
F = F + iF a ax ay 
00 00 
F = - 4rrp [ [ µanµbm ax (l +~ )' (III-29) 
n=O m=ü an m 
onde 
2rrp [t dµ - l ª'~ J F = an ay dt 2 dt 
n=O 
e 
Fb = Fbx + iFby 
00 00 
F = 4rrp [ [ 
µan~ 




Fby -2"~ dµbn !~ n=ü dt 2 dt 
Assim, os esforços definidos pela rela-
çao (III-23) determinam uma "atração" entre os cilindros,gerada 
pelo movimento dos mesmos. Os esforços determinados por(III-27) 
e (III-28) têm a mesma direção do movimento dos cilindros, e a 
componente destes esforços, definida por (III-28), representa a 
força hidrodinâmica atuante em um dos cilindros, se o mesmo es-
tivesse se movimentando individualmente em uma região fluida in 
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finita. A componente determinada por (III-27) "corrige" a força 
na direção do movimento, em face da presença de outro cilindro. 
Mediante uma análise da ordem de grand~ 
za das forças F e F, através da utilização 
X y 
das relações 
(III-10) e (III-11), pode-se observar que: 
e 
onde n é definido segundo (II-17). 
Entretanto, como o potencial complexo 
(III-10) representa uma aproximação para a solução do problema 
(II-15), que apresenta erros da ordem de n2 , então a força de 
"atração" entre os cilindros obtida através da equação (III-23), 
apresenta erros de sua própria ordem de grandeza, i.é., O(n 2 ). 
Isto se deve ao fato de que a dedução da Equação de Blasius g~ 
neralizada para regimes transientes, equação (III-11), é obtida 
a partir da integração da Equação de Bernoulli (II-16) sobre o 
contorno; a força parcial F1 , definida segundo (III-12), e de 
terminada a partir da integração dos termos quadráticos, <P~ e <P;, 
da equação (II-16). Se na referida integração, fosse utilizada 
a forma "linearizada" da Equação de Bernoulli, equaçao (II-30), 
então a força parcial F1 nao estaria 
presente na relação 
(III-11), ou seja, a força de "atração" entre os cilindros se 
ria nula. 
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III.2.2 - Coeficientes de Massa Adicional 
Definindo-se os potenciais 




1\, (Z,t) = -
µa ( 2n) 
z - l a(2n) 
+ µ b (2n+l) 
Z + :e:b(2n+l) 
µb (2n) + 
Z + -Ç (2n) 
l-la(2n+l) 
Z - la(2n+]) 




W(Z,t) = Wa(Z,t) + l\,(Z,t) (III-33) 
Assim, os potenciais ~a e ~b definidos em (II-40) sao as partes 
reais dos potenciais complexos Wa e Wb' respectivamente. 
Os coeficientes de massa adicional defi 
nidos em (II-45) e (II-46) podem ser então calculados ao se a-
plicar as expressões (III-31) e (III-32) às relações (III-29) e 
(III-30), tendo-se em vista as expressões (II-43) e (II-44). As 
sim, os coeficientes M , M M e Mby' relacionados em aay aby' --bay -o 
(II-46), podem ser obtidos através do conhecimento das forças 
Faay' Faby' Fbay e Fbby' relacionadas em (II-43), calculadas 
através da aplicação dos potenciais complexos Wa e Wb as rela 
ções (III-29) e (III-30). Corno os esforços de atração entre os 
cilindros (F e F ) são nulos ao se considerar o problema li-ax bx 
nearizado (ver item III.2.1.4), então, para este caso, os coefi 
cientes M , M b, M e M são também nulos. aax a x -oax -obx 
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IV - SOLUÇÃO NUMÉRICA 
IV.l - O_MtTODO_DOS_ELEMENTOS_DE_CONTORNO 
Segundo BREBBIA e WALKER 1º , uma aprox.:!:_ 
maçao para a solução da equaçao de Laplace 
definida no domínio D, delimitado pelo contorno C, pode ser ob-
tida, para pontos discretos deste domínio, a partir da 
ção de técnicas de aproximação por funções de Green. 
aplic~ 
Para o caso plano, as referidas técni 
cas de aproximação podem ser aplicadas, fornecendo 
(ver Apêndice 3), 
a relação 
a. q,(Z.) = Jaq, w. dC -Jq, awi dC, (IV-1) 
i i - i --e an e an 
onde w. representa a função de Green a ser utilizada para o 
i 
ponto Z. e a constante a. e dada por 
i i 
ªi = 1, para Zi no interior do domínio D 
1 
ªi = 2, para Zi sobre o ocntomo C 
A função de Green deve satisfazer a equaçao de Laplace e a re 
lação i í/w i 1 + O, quando I Z 1 + 00 , sendo, para o caso plano, dada 
por: 
(IV-2) 
A função wi definida por(IV-2) representa uma fonte de intensida 
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de unitária localizada no ponto Zi. 
Para um problema genérico, o contorno C 
pode ser subdividido em duas.partes, Ca e Cb, onde se tem condi 
çoes de fronteira de Dirichlet e Neumann, i.é., se conhece ova 
a.p 
lorde <f, e an' respectivamente. 
Em sua concepçao fundamental, o método 
dos elementos de contorno consiste em se subdividir o contorno 
Cem elementos, nos quais o comportamento da função <f, pode ser 
aproximado por funções conhecidas. O caso mais simples surge ao 
se definir um comportamento constante para <f, ao longo de eleme~ 
tos "retilíneos" (elementos de .raio de curvatura infinito). 
Assim, subdividindo-se o contorno Cem 
N elementos retilíneos de <f, constante, tem-se, para um ponto Z. 
]_ 
qualquer deste contorno, a relação: 
N 
'\' a.p. 







onde <f,. = <f,(Z.) e~= valor de~ no elemento j. Aqui, os va 
]_ ]_ a n an 
lores de <f,j são conhecidos para os elementos do contorno Ca e 






Adotando-se a nomenclatura 
e 




1 I d$. 
[ $j 
-
2 $i = y G .. H .. n lJ lJ 
j=l j=l 
-{Hij' parai j= j 
Introduzindo H .. 





[ H .. $, = [ G .. l) J l) 
j=l j=l 
ou seja: 
_- -{~} [H .. ]{$.} - LG .. J ' 
l) J lJ on 
onde [H .. ] é a matriz dos 
l) 




elementos H .. , { $ . } é o vetor 
l) J 








é o vetor formado pelos elementos a1· Aqui, são conhecidos os 
elementos$. para o contorno C e também são conhecidos os ele-
J a 
mentas~ para o contorno Cb. Assim o sistema matricial (IV-7) 
an 
pode ser reduzido a: 
[A .. ] {x.} = {bi} 
l) J 
onde 
, e. e '1, 
=t Hij ' 
se 
A .. J 
lJ 
-Gij ' se e. e e J a 
t· se e. e '1, x. = J J d$j se e. e eª an' J ( IV-8) 
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- H ..• <f,. , se e. e e 
t=k .. l] J J a b. = , k .. = l j=l lJ l] ª<t>j 
G ..• se e. e cb l] an , J 
A resolução do problema (IV-8) fornece 
uma solução aproximada para <f,, em todo o contorno C. A solução 
para os pontos interiores de D pode ser obtida através da ex-




"' = ....:.1 
"'i an 
j=l 
sistema ( IV-8) 
(IV-9) 
A única dificuldade para se resolver o 




Para o caso de elementos retilíneos onde <f, é constante, no en 
tanto, tais integrais podem ser avaliadas analiticamente (ver 
Apêndice 4) de maneira simples. 
IV.2 - APLICAÇÃO_DO_MÉTODO_AO_PROBLEMA_PROPOSTO 
Uma solução aproximada para o problema 
(II-29) pode ser obtida ao se aplicar a formulação do método 
dos elementos de contorno, descrita no item anterior, ao contar 
no S definido pela Figura (II-2). Assim procedendo, tem-se, p~ 




{ a. = 1 para Z. no interior da 
. - fluida 1. 1. reg1.ao 
onde 
1 a. = 2 para Z. sobre o contorno s. 1. 1. 
Entretanto, exigindo-se que~+ O, para 
lzl+00 , tem-se, através das expressões (IV-2) e (IV-10): 
Expandindo-se a função ln(lz-~il) em uma Série de McLaurin, e 
observando-se que os limites dos termos que envolvem suas deri-
vadas são nulos para lz. J+ 00 , então pode-se dizer que: 1. 
Comol 
sa 
~ ds an o ' então: 
; lo~ w. - ~ dWi ]as= O (IV-11) l)n 1. an 
s 
00 
Assim, a formulação do método aplicada 
ao problema em questão define o seguinte processo de solução do 
PVC (II-29): 
l9)Subdivisão das superfícies Sa e Sb em N elementos retilí 
neos onde se considera~ constante ao longo de cada um 
deles. Mediante o conhecimento prévio do movimento dos 
cilindros, determina-se o valor de~ para cada um dos e 
lementos desa e sb. 
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~ 
29)Avalia-se então as integrais H .. e G .. , conforme indica 
lJ lJ 
do no Apêndice 4, para cada ponto Z. localizado no ponto 
l 
médio de cada um dos elementos do contorno 115 + 
a 
-s " b • 
39)Resolve-se então o sistema matricial definido em (IV-8), 
determinando-se os valores de~ e 1.2 para todos os ele-
ôn 
mentos do contorno "Sa + Sb". 
49)A determinação do potencial~ em qualquer ponto Zi no 
interior da região fluida pode ser feita através da rela 
ção (IV-9). 
O esforço hidrodinâmico exercido pelo 
fluido nas superficies Sa e Sb, por unidade de comprimento dos 
cilindros, pode ser calculado segundo (II-32) e 
tivamente, ao se conhecer a distribuição de* 
(II-33), respe~ 
nesses contor 
nos. Essa distribuição pode ser obtida através da derivação da 
equação (II-40) com relação ao tempo, ou seja: 
onde os potenciais parciais ~a 
s 




tir da solução numérica dos PVC's (II-34) e (II-35), para t=O e 
t= -6/wb' respectivamente. 
Conhecendo-se, assim, as forças hidrod! 
nâmicas atuantes, os coeficientes de massa adicional podem ser 
obtidos através da aplicação das mesmas âs equaçoes (II-43), 
(II-44) , (II-45) e (II-46) . 
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Para um caso geral, onde a dependência 
de~ com o tempo nao e explicitamente conhecida, os esforços SQ 
bre os cilindros podem ser calculados para um determinado ins-
tante de tempo t
0
, de acordo com o seguinte método: 
Considerando-se que a função satis 
faz a equaçao de Laplace, e que + O para 00 ,o va 
lorde pode ser determinado para todos os elementos do 
contorno, através do método dos elementos de contorno, se 
forem conhecidos os valores de a(~) nesses elementos. En-
tretanto, an 
a(~) 
an = = (IV-13) 
+ 
onde v e a velocidade do fluido normal a superficie do cor 
n 
po. 
Assim, conhecendo-se as acelerações ins 
tantâneas dos corpos, os valores de -ª-1 para cada at 
do contorno podem ser conhecidos ao se solucionar o 
{a,7n1 (IV-8), onde o vetor{~} é substituido por atJ 





V - RESULTADOS 
Neste capítulo sao apresentados e anal! 
sados os resultados obtidos através da aplicação do método ana-
lítico (desenvolvido no Capítulo III) e do método numérico (d~ 
senvolvido no Capítulo IV) na determinação da solução para o 
problema definido no Capítulo II. Foram comparados os valores 
dos coeficientes de massa adicional do problema, calculados se 
gundo os dois métodos acima mencionados. 
V.l - OBTENÇÃO_DOS_RESULTADOS 
Os valores dos coeficientes de 
adicional foram obtidos a partir das soluções para os 
massa 
poten-
ciais ~ e ~b , definidos em (II-34) e (II-35), através das re 
ªs s 
lações (II-45) e (II-46). 




foram calculadas através da aplicação direta da série infinita 
(III-10), truncando-se a mesma quando o termo N+l desta aprese~ 










µan µbn ) 
Z-l + Z+lb an n 
< 0,01 
As soluções numéricas para ~ e ~b 
ªs s 
foram calculadas ao se subdividir o contorno de cada um dos ci 
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lindros, "a" e "b", em 40 elementos retilíneos de 
constante, conforme mostra a Figura V-1. Os valores 
potencial 
de clc/las e 
cln 
ªc/lb __ sem 
an cada elemento, necessários à solução pelo método numéri 
co, foram obtidos a partir das relações(II-9) e (II-12). De ma 
neira a se observar o comportamento dos resultados numéricos com 
relação ao tamanho dos elementos definidos no contorno, subdiv! 
diu-se posteriormente as superfícies dos cilindros em elementos 
menores, de acordo com a Figura V-2. 
O comportamento dos coeficientes de mas 
sa adicional, calculados analiticamente e numericamente, está 
representado nas Figuras V-3, V-4 e V-5, como urna função dava-
riável adirnensional ~ - :::~ J (que é nula quando os cilindros 
estão em contato e tende a 1 quando [la+lb]-+oo).A Figura V-3 
apresenta uma comparação entre os valores dos coeficientes 
Maay' Maby' Mbay e Mbby (calculados analiticamente), para 
lindros de mesmo raio. As Figuras V-4 e V-5 apresentam uma 
ci 
com 
paraçao entre os valores obtidos analiticamente e numericamente 
dos coeficientes Maay' Mbby e Maby' Mbay' respectivamente, para 
várias razões entre os raios dos cilindros "a" e "b". A Figura 
V-6 apresenta o comportamento do erro percentual dos valores dos 
coeficientes de rna.ssa. adicional obtidos numericamente, com 
relação aos valores obtidos analiticamente, para o caso de ci-
lindros de mesmo raio. 
Uma idéia do comportamento das forças 
de atração entre os cilindros e a comparação.da ordem de grand~ 
za destas com as forças hidrodinâmicas exercidas na direção do 
movimento dos mesmos podem ser obtidas, para o .caso de cilindros 
- 52 -
de mesmo raio,através da Figura V-7. Os valores calculados para 
as forças de atração apresentam erros da ordem de grandeza de 
n2 , de acordo com os comentários do Capítulo II, por ser o PQ 
tencial calculado, uma solução para o problema linearizado. En 
tretanto, mesmo apresentando erros de tal ordem de grandeza, o 
comportamento global dos resultados obtidos para essas 
é, ainda, representativo. 
forças 
Informações adicionais a respeito do 
comportamento dos métodos de elementos de contorno podem ser 
obtidas no Apêndice 1, onde são comparadas as soluções calcula 
das para o caso de um cilindro imerso em meio fluido,circundado 
por um envoltório também cilíndrico, conforme mostra a Figura 
Al-1. 
V.2 - ANÂLISE DOS RESULTADOS ----------------------
Os resultados indicados nos gráficos das 
Figuras V-3, V-4 e V-5 apresentam uma tendência assintótica p~ 
ra L + 1 compatível com os resultados conhecidos para o caso de 
um cilindro Único imerso em meio fluido infinito(ROBERTSON 5 ) .As 
regiões dos referidos gráficos onde L << 1 não apresentam resu! 
tados significativos para os casos reais, pois a influência da 
viscosidade do fluido aumenta muito com a proximidade dos cili~ 
dros, não podendo mais ser desprezada conforme estabelecido p~ 
la hipótese (II-5). Assim, quanto maior forem as frequências de 
vibração dos cilindros, maior deverá ser a faixa não significa-
tiva de tais gráficos, uma vez que as altas frequências provo-
cam elevados gradientes de velocidade, aumentando, assim, a in 
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fluência da viscosidade do fluido. 
Os esforços de atração entre os cilin -
dros, gerados pelo movimento dos mesmos, são de ordem de grand~ 
za inferior à dos esforços hidrodinàmicos aplicados na direção 
do movimento (ver Figura V-7). Tais resultados são compatíveis 
com o comportamento esperado, tendo-se em vista as 
(III-29) e (III-30). De acordo com tais equações, os 
equaçoes 
esforços 
de atração sao funções das velocidades de translação dos cilin-
dros, enquanto que os esforços na direção do movimento são pr~ 
porcionais às acelerações dos mesmos. Torna-se interessante ob-
servar que, segundo os comentários apresentados no Capítulo III, 
as forças de atração entre os.cilindros são nulas quando se uti 
liza a Equação de Bernoulli linearizada (II-30) para o cálculo 
das forças hidrodinâmicas segundo (II-31). 
O comportamento geral do método numéri 
co utilizado é bastante satisfatório com relação aos valores ob 
tidos analiticamente. A Figura V-6 indica que os erros percen-
tuais apresentados por tal mêtodo são compatíveis com os erros 
apresentados pelos vários métodos numéricos utilizados no campo 
da hidrodinâmica. 
y 
1 O 11 50 51 
20 41 60 
40 21 80 61 X 
31 30 71 70 
FIGURA V, 1 Modelo de discretização ( 80 elementos) 
y 
20 21 90100 
40 B1 120 
BO 1.1 160 121 X 
60 59 140139 


















Moa+ Mab = M ba + Mbb 
Moa= Mbb 
Mab = Mba 
y 
X 
o .J_ __ -r-----r-------.--~===::::;::===--l 
o 0.2 0,4 0,6 
FIGURA V.3 - Coeficientes de massa adicional 


































numérica ( R = 1) 
numerica (R =0,5) 











L :i 1 -
ra + rb 
la+ lb 
r 
R = _g__ 
rb 
1L---=~===::::Q;:::::::::ll::~~~---,---~ 
o 0.2 0,4 0,6 O,B 
L 
1 


























numérica ( R = 1) 
numérica ( R = 0,5) 
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= rb M.E.C. (80 elementos) M.E.C (160 









e.. . = lJ 
5,5316 5,8268 5,6240 
1,6376 1,0904 1,6645 
0,6373 0,1626 0,6479 
0,2858 - 0,1151 0,2905 
0,1016 - 0,2445 0,1030 
0,0232 - 0,2935 0,0259 
0,0067 - 0,3038 0,0068 
0,0007 - 0,3068 0,0007 
Mij(númericol - Mij(analítico) 
-~~---~--~-~----~ X 100 
Mij (analítico) 
ra + rb 
L = 1 -

















L 0,09 0,23 0,33 0,41 0,50 0,60 0,66 0,75 
F =F 0,1811 0,0569 0,0239 0,0117 0,0048 0,0015 0,0006 0,0001 
aax bbx s s 
Fabx = Fbax 
s s 
0,0933 0,0356 0,0169 0,0089 0,0039 0,0013 0,0005 0,0001 
F = Fbb 1,0980 1,0458 1,0252 1,0151 1,0079 1,0032 1,0015 1,0005 aay Ys s 
Faby = Fba 
s Ys 
0,4463 0,3052 0,2258 0,1746 0,1256 0,0801 0,0556 0,0313 
F = 1f. F .ri .w .cos(w t) aax aax a a a s 
F = 1f. F .rib.wb.cos(wbt+ó) abx abx 
s 
F = lf.Fbax .ri .w .cos(w t) bax a a a s 
Fbbx = lf.Fbbx .rib.wb.cos(wbt+ó) 
s 
F = - 1f. F .ri .w 2 .sen(w t) aay aay a a a s 
F 1f. F - 2 = - .nb.wb.sen(wbt+ó) aby aby 
s 
Fbay 
- 2 t = - lf.Fb •n .w .sen(w ) ay a a a s 
lf.Fbb 
- 2 
Fbby = - .nb.wb.sen(wbt+ó) Ys 
FIGURA V-7 - Forças em x e y 
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VI - CONCLUSÕES E SUGESTÕES 
Os resultados obtidos e analisados no 
Capítulo V representam boas referências com relação ao comport~ 
mento computacional do Método dos Elementos de Contorno. A Fig~ 
ra V-6 indica que o número de elementos de contorno necessário 
a uma boa precisão dos resultados obtidos é, relativamente, pe 
queno. 
o processo numérico de cálculo dos coe 
ficientes de massa adicional através do MEC pode ser estendido 
aos casos onde se tem ''N'' corpos imersos em regi5es fluidas Pª! 
síveis de serem definidas por condiç5es de contorno linearizá -
veis, pois as express5es (II-34), (II-35) e (II-36) indicam que 
o potencial solução para tais casos é dado pela soma dos pote~ 
ciais parciais~ definidos como se segue: n 
V2 ~ =O, na região fluida n 
..,. 
= 11 .n , no oontorno :rrédio do oorpo "n" n 
~ é solução de 
n a~m 
o no oontorno :rrédio do oorpo "m", para 
m = 1, 2, ... ,N em* n 
= an 
+ Condiç5es de contorno linearizadas que definem as 
fronteiras da região fluida onde estão imersos os 
"N11 corpos. 
Assim, para o caso de "N" corpos, tem-se: 
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Soluções analíticas para os potenciais~, quando existentes n 
são de obtenção praticamente inviável em face do trabalho de 
cálculo exigido. 
Desta maneira, na análise do comporta -
mento dinâmico de estruturas submersas redutíveis a 
linearizados envolvendo vários corpos, o Método dos 
problemas 
Elementos 
de Contorno pode ser utilizado na obtenção das matrizes de mas 
sa adicional a serem introduzidas na equação geral do movimento 
(I-1), através da relação (II-42). A combinação de tais expre~ 
sões fornece a equação do movimento para o caso de grupos de 
corpos imersos em fluidos incompressíveis de viscosidade despr~ 
zível: 
onde [M] é a matriz das massas virtuais, resultante da combina 
V 
ção das matrizes [M] e [M'], e {Fe} o vetor das forças externas 
de excitação dos corpos. 
No método numérico apresentado neste 
trabalho sao utilizados elementos retilíneos, onde o potencial 
~ é considerado constante. Tais simplificaçóes introduzem erros 
na solução obtida, por determinarem um comportamento descontí 
nuo do potencial~ ao longo dos contornos dos cilindros, e por 
substituírem os contornos circulares dos mesmos por poliedros 
regulares. A formulação do Método dos Elementos de Contorno, en 
tretanto, não impõe tais condições ao modelo de discretização a 
ser utilizado. Os elementos podem ser curvilíneos, de raio de 
curvatura variável, e podem ser definidos diversos tipos de fun 
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çoes para se prescrever o comportamento de~ ou de~ ao longo 
de cada elemento. A utilização de distribuições polinomiais p~ 
ra ~ ao longo de elementos que acompanham a curvatura dos con -
tornos dificulta a avaliação das integrais G .. e H. . (ver Apê!:1_ 
l] lJ 
dice 4), mas promove uma distribuição mais "suave" de nas 
fronteiras discretizadas, exigindo-se assim um numero menor de 
elementos de contorno. A introdução de tais modificações impl~ 
ca, na maioria dos casos, na necessidade de se utilizar mêtodos 
númericos de integração na avaliação de G .. e H .. 
l] l] 
WALKER 10 l. 
(BREBBIA & 
Assim, a aplicação do Método dos Elemen 
tos de Contorno aos escoamentos de fluidos incompressíveis e 
sem viscosidade apresenta, geralmente, boa precisão de resulta-
dos, utilizando-se de uma quantidade relativamente pequena de 
cálculo computacional. 
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APENDICE 1 - PROBLEMA SUPLEMENTAR 
Al.l - DEFINIÇÃO_DO_PROBLEMA_SUPLEMENTAR 
Em adição aos resultados apresentados 
no Capítulo V, um outro problema de grupos de corpos submersos 
foi também analisado através do Método dos Elementos de Contor 
no: a vibração forçada de um cilindro imerso em meio fluido,ci~ 
cundado por um envoltório também cilíndrico, conforme mostra a 
Figura Al-1. A análise de tal problema representa um primeiro 
estudo sobre a aplicação dos referidos métodos numéricos aos 
problemas de grupos de corpos imersos em regióes fluidas fini -
tas. 
Para a solução do problema apresentado 
foram consideradas hipóteses semelhantes às relacionadas no Ca-
pítulo II, reduzindo-se o mesmo à determinação de um Potencial 
Complexo. A distribuição deste potencial foi determinada atra 
ves do método numérico apresentado no Capítulo IV, utilizando-
-se a distribuição dos elementos de contorno apresentada na Fi 
gura Al-1. 
Al-2 - RESULTADOS_OBTIDOS 
Os resultados obtidos para os coeficie!! 
tes de massa adicional, para o caso de uma configuração típica, 
estão relacionados na Figura Al-2, juntamente com os valores 
analíticos apresentados por CHUNG e CHEN4 • A solução fornecida 





























çao do problema é constituído pela soma dos potenciais parciais 
</>a e <j,b definidos como se segue: 
00 




<j,b = [ ~+l [ªbn cos(nq,b) + sbn sen (n<j,b~ n 
n=l rb 
onde (ra,<j,a) sao as coordenadas cilíndricas relativas ao centro 
de Ra e (rb,<j,b) são as coordenadas cilíndricas relativas ao cen 
tro de R. Os coeficientes a , ªb, S e S sao 
b an n an bn 
constantes 
arbitrárias determinadas através das condições de contorno im-
postas ao problema, i.é., 
r =R a a 
= V na e = vnb 
onde vna e vnb sao as projeções normais da velocidade junto às 




M o numérica ( Mbb l 
o numérica ( M00 l 
X 
o numérica (Mab =Mb0 ) 
e 
€ = 
3 r -a rb 
ra 




L----0-----0-------.0---~ -Mob = - M bo 
1 
O-l-----;------,------.-----,-------f 
o 0,2 0,4 0,6 0,8 1 
FIGURA A1 2 - Coeficientes de mossa adicional 
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AP~NDICE 2 - RELAÇÕES ENTRE AS GRANDEZAS DIMENSIONAIS E ADI-
MENSIONAIS 
Utilizando-se as grandezas 
r* = máximo (r* a' r*) b 
w* = máximo (w * a' w *) b (A2-l) 
p* = * Pfluido 
como padrões para a adimensionalização, tem-se as relações: 
F F* = p*w*2r*4· 







r* = r* 
p 
__E.* 
p *w *2 r*·:ic 
r* r* 
a b r = r* rb r* a 
t = t*w* 
u* u* 
X _Y_ u = w*r* u = (A2-2) X y w*r* 
x* y!_ 
X = r* y = r* 
<P 
<P * 
= w *r*2 
n* n* a b 











AP~NDICE 3 - FORMULAÇÃO DO ~~TODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO 
Seja a função ~o definida no domínio D 
interno ao contorno C, satisfazendo a equação de Laplace e as 












FIGURA A 3 .1 - Contornos C0 e Cb 
2 
'v !D0 = O , em O 
J ©o = d ÍDo , em C0 
J n J n 
(l)o = ©o 'em cb 
Segundo BREBBIA E WALKER 1 º, uma solução 
aproximada para ~o pode ser obtida através de uma técnica de mi 
nimização dos erros cometidos em decorrência da utilização da 
aproximação~ em lugar de ~
0
• Tais erros podem ser definidos 
como se segue: 
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E - 172q, I em D 
E = ~ - a 4i" em e (A3-1) a an an I a 
Eb = <P - <P ' em cb 
d t t .d ~ e a4i" on e E, Ea e Eb represen amos erros comei os, e~ anos va 
lores conhecidos no contorno. 
Os erros definidos em (A3-l) podem ser 
ponderados através de funções peso, da maneira que se segue: 
JEW dD =j EaW dC 1 Eb aw dC (A3-2) - ' an 
D e cb a 
ou seja, 
1(172<1>) w dD J (~~ ª4') w dC - 1 (q,-4') aw dC (A3-3) = an an 
D e cb a 
onde w e a função peso. 
a Entretanto, pela 2. identidade de Green, 
(KAPLAN 11 ) , 
1 (wl12 <P 
D 
- q,17 2w)dD = j(w 
e 
- <P aw) dC an 
Aplicando-se (A3-4) ao primeiro membro de (A3-3), tem-se: 
J (172q,) 
D 
w dD = 1 (17 2w) q, dD + J ~~ w dC 
D C 




Igualando-se as expressoes (A3-3) e (A3-5), e observando-se que 
1 il w dC = an e 
tem-se: 
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l ª-'t. w dC +J ª-.<t. w dC an an a cb 
Ín (V 2w) ~ dD = J ~! w ac -f ~! w dC +j ~ t dC + 
e r e 
a o a 
+j ~ ~ dC (A3-6J 
~ 
A expressao (A3-6) constitui a formula 
çao inversa da expressão (A3-3) e representa a relação fundamen 
tal do método dos Elementos de Contorno. 
Tomando-se como função peso a solução 
da equaçao 
(A3-7) 
onde 6. é a função Delta de Dirac, representando um potencial 
l. 
unitário concentrado no ponto Zi' tem-se a formulação básica p~ 
ra o Método dos Elementos de Contorno. Torna-se importante ob-
servar que a função w (função de Green) é função não só do po~ 
to onde se deseja conhecer seu valor, como também do ponto Zi 











e, portanto, assumindo-se que <j, = ~ em Cb e íln = íln em C a, tem-se: 
"(Z.) =1~ dC "' l íln wi 
e 
ílw. a: dC (AJ-10) 
A equaçao (AJ-10) só pode ser aplicada 
para pontos Zi internos ao domínio D, pois, para pontos zi per-
tencentes ao contorno C, as integrais do contorno estarão sendo 
avaliadas ao longo de uma linha que contém o ponto singular Zi. 
Entretanto, de acordo com BREBBIA e WALKER 16 , se as integrais 
de contorno de (A3-10), quando.Z. pertence ao contorno C, forem 
l 
admitidas como sendo realizadas por "sobre" o ponto Z., isto e, 
l 
contornando-se a singularidade, então a expressão para </>(Z.) no 
l 
contorno e dada por: 
.!. " ( Z . ) = 1 ~ dC 2"' 1 íln wi 
e 1 
ílw . 




Assim, a partir de (A3-10) e (A3-11), 
tem-se: 
onde 
ai= 1, para Zi no interior de D 
a. = 1 para Z. sobre o contorno C 
1 2' 1 
(A3-12) 
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-APENDICE 4 - AVALIAÇÃO DAS INTEGRAIS G .. EH. 
]. J ]. 
Conforme definido 




Utilizando-se a nomenclatura definida 




r ln (r) -1 1 G .. = dr (A4-2) ]. J 21T /r 2 - h 2' 
1 
Convém observar-se que a expressao (A4-2) é válida somente quag 
do o ponto M, definido segundo a mesma figura, é externo ao el~ 
mento C .. Quando M pertence a esse intervalo (Figura A4-lb), a 
J 
integral Gij pode ser dada por: 
[ ~ ~ ~ l r ln(r) 1 r ln. (r) G i j = ;; M -;/ r;:;,;::_:::· h=:,;,, dr + M -/;::r,::::_=h:;-2' dr 
A integral J
r ln (r) 
indefinida 
/r2 - h 21 
ser integrada por partes, i.é., 
i r ln(r) lr 2 - h 2 ln. (r) /r 2 - h 2' -J lr 2 - 2' h dr, 
(A4-3) 
dr pode 
reduzindo-se assim o problema a urna integral de solução conheci 
da (SPIEGEL 1 2 ) • 
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Assim, a integral G .. é dada por: 
1. J 
Gij = i"r { !~ - h2' [1-W(r2)] + k Ir~ - h
21 
[1-l11(r1i] + 
- h (are cos \~ 1 + k are oos \~ \)} 
onde { 
k = 1 para M pertencendo ao elemento e .. 
J 




A integral Hij' por sua vez, definida a 
través das expressoes (IV-2) e (IV-4) é dada por: 
Hij = ;; J 
e. 
J 
1 ar dC 
r an (A4-5) 
Utilizando-se a nomenclatura definida 









onde o sinal de (±~) e dado pela direção da normal externa ao 
elemento. 
Deve-se observar que a expressão(A4-6), 
assim como a expressao (A4-2), é válida somente quando o ponto 
M é externo ao elemento Cj. Quando M pertence a esse elemento, 
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a integral H .. pode ser avaliada mediante a soma de duas outras, 
lJ 
de modo semelhante a expressao (A4-3). Como a integral indefini 
da J 1 dr tem solução conhecida (SPIEGEL 12 ) , 
r lr 2 - h 21 
dizer então que a integral Hij e dada por: 
H .. = 
lJ 
para h 'f o, 
kl { 







1 r: 1 + k 2 are cos lr:I} 
1 , para + (Figura A4-lb) nl 
-1 , para + (Figura A4-lb) n2 
1 , para Me e. 
J 
-1 , para M t cj 
OBS: Quando h =O, ã>H .. =O lJ 
pode-se 
(A4-7) 





dê- .... C· J 
M 1 • 2 n -
FIGURA Al..1a - Elemento de contorno 
Z j PONTO INTERIOR 
CONTORNO 




FIGURA Al..1b - Elemento de contorno 
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